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基于学习的图像超分辨率算法 

林宙辰 

微软亚洲研究院，北京 100190 

1 引言 

超分辨率（superresolution）算法是增强图像或视频分辨率的技术，它的目的是要使得输

出的图像或视频的分辨率比任意一幅输入的图像或输入视频的任意一帧的分辨率都要高。这

里的“提高分辨率”意味着已有内容更加清晰或者用户能看到原来没有的细节。在获取高质

量的图像或视频比较困难或者代价比较昂贵的时候，使用超分辨率算法是很有必要的。比如

在视频监控（video surveillance）中，人脸所占的区域往往只有几十个像素；在遥感（remote 

sensing）中，超高分辨率器材的价格会远远高于一般分辨率器材的价格；而且用户对提高分

辨率的需求没有止境。 

超分辨率技术自 Tsai 和 Huang [1] 1984 年提出以来算法甚多，按照其主要原理大致可分

为四类[2–4]。第一类是基于插值的算法。这类算法先把低分辨率图像配准（register）到要计

算的高分辨率图像的格点上，然后运用非均匀插值（non-uniform interpolation）技术把高分辨

率图像每一像素的值插值出来，最后再反卷积以进一步提高清晰度。第二类是基于频率的算

法。这类算法利用了傅立叶变换（Fourier transform）空域上的平移对应于频域上的相移的性

质，从具有不同相位的低分辨率图像的频谱中估计出高分辨率图像的频谱，然后做傅立叶反

变换重构出高分辨率图像。第三类算法是基于重构（reconstruction-based）的算法。这类算法

先是根据低分辨率图像和高分辨率图像之间的配准关系，得出每个高分辨率像素对每个低分

辨率像素灰度值的贡献，由此得到一个联系高分辨率像素构成的矢量和低分辨率像素构成的

矢量的线性方程组，再通过求解该线性方程组获得高分辨率图像。第四类算法是近年来才涌

现出来的新型算法，即基于学习的算法。相比之下，前三类算法只是把图像作为信号来处理，

而基于学习的算法更注重对图像内容和结构的理解，它利用和问题及数据相关的先验知识来

提供更强的约束，因此经常能得到更好的结果。 

现有的基于学习的超分辨率算法已有不少，如果按照适用的图像来分，它可以分成通用

算法和专用算法两种。通用算法指的是该算法可适用于各种类型、各种尺寸的图像或视频，

比如[5–14]。而专用算法指的是该算法只适用于某种类型、某一尺寸的图像或视频，比如用于

人脸幻构（face hallucination）的算法[15–25]。通用算法的特点是要把图像分块，先逐块处理，

再联合处理以消除相邻块之间的不一致。而专用算法目前基本上只处理人脸图像或视频，这

既是应用上的驱动，也是由人脸的特殊性决定的，因为人脸有非常强的结构，而这种结构又

比较好表示，比如用特征脸（eigenface）[10, 21]、张量脸（tensorface）[23]等。另一方面，基

于学习的超分辨率算法如果按照它的运行细节来分，则可以分成直接最大后验算法和间接最

大后验算法两类，其中后者还可以再细分成全局算法和局部算法两类。以下我们就按后一种

分类法简要介绍现有的基于学习的超分辨率算法的思想，然后探讨基于学习的超分辨率算法

的极限，即它最多能“有效放大”图像多少倍。 

 

2 现有的基于学习的超分辨率算法综述 

2.1 间接最大后验算法 

抽象地说，间接最大后验算法是把超分辨率问题表述成如下形式： 
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
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
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
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2.1.1 局部间接最大后验算法 

局部间接最大后验算法先逐块估计高分辨率图像，然后再解决相邻重叠的高分辨率图像块之

间的不一致性，从而得到最终的高分辨率图像。比较有代表性的算法是 Freeman 和 Pasztor [5] 

1999 年提出来的 Markov 网络（Markov network）方法。这个算法也是最早的基于学习的超分

辨率算法，它属于通用超分辨率算法。它把超分辨率算法表述成高分辨率图像高频成分的推

断问题1： 

ˆ H L H , 

其中L 是把低分辨率图像插值到高分辨率图像的尺寸所得到的高分辨率图像的低频成分， Ĥ

是缺失的高频成分。 Ĥ通过如下方式估计： 

   
ˆ

ˆ ˆ ˆarg max P P
H

H L H H , 

其中L 是L 的中频成分。请注意这里 Ĥ的估计方式和（1）式相近。在[5]中，  ˆP L H 和  ˆP H

都分块定义： 

   ˆ ˆ
k k

k

P PL H l h ，    
,
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其中 ˆ
kh 和 kl 分别是 Ĥ 和L 里对应的图像块， ˆ( )iN h 是 ˆ

ih 相邻的图像块集合。因此，上

述定义式可以用图 1 里的 Markov 网络表示图像块之间的关系。网络各顶点间的权重  ˆ
k kP l h

和  ˆ ˆ
i jP h h 由从样本图像中估计出的高斯混合模型（mixture of Gaussians）表达。要求的高

频成分 Ĥ可用标准的信念传播（Belief Propagation）算法迭代求得。 

                                                        
1 为了本文符号上的统一，描述算法时采用的符号和原文不同。下同。 
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图 1. Freeman 和 Pasztor 采用的 Markov 网络模型，参考[5]重画。 

 

Simon 和 Kanade [15]的人脸幻构（face hallucination）算法可以说是第二个基于学习的超

分辨率算法，它是专门针对人脸图像的。在他们的论文里，似然按传统的方式定义： 

    2

1
~ exp ,

N

i i
P 


 L H H PL                      (2) 

其中L 是把低分辨率图像中所有像素拼在一起得到的矢量，P 是联系高低分辨率像素的矩阵。

而先验  P H 按照输入的低分辨率图像的每一像素的特征在样本图像中的匹配情况进行定

义，其特征通过图像的 Gaussian 和 Laplacian 金字塔（pyramid）计算。 

Liu 等人[21]随后也提出了人脸幻构算法。他们的算法是全局和局部算法的混合。他们假

定高分辨率人脸图像H能够被分解为全局的人脸结构图像 g
H 和局部的人脸特征图像 l

H ： 

g l H H H . 

全局图像 g
H 可以建模成特征脸的线性组合： 

g  H Fx f , 

其中F 是以特征脸为列构成的矩阵，f 是平均脸。因此， g
H 的计算就转化成寻求最佳的线性

组合系数x ： 

 arg max ( )P P
x

x x L x , 

其中L 是低分辨率人脸图像。 ( )P x 和  P L x 分别定义成： 

     21( ) ~ exp , ~ exp ( )TP P    x x Λ x L x P Fx f L , 

其中Λ是特征脸的协方差矩阵，P 是联系高低分辨率像素的矩阵。至于局部特征图像
l

H ，作

者把高、低分辨率图像分块并采用 Markov 随机场模型通过
g

H 推断
l

H ： 

 arg max
l

l l gP
H

H H H . 

继[5, 15, 21]之后，对超分辨率感兴趣的学者开始掀起了设计新的基于学习的算法的热潮，

出现了很多变形。属于本类的算法就有若干种。[12]里似然的定义和（2）一样，但是先验 ( )P H
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的定义改为高分辨率图像每一个像素 p 的灰度值的分布是以 ( )m p 为均值的高斯分布，其中

( )m p 是样本中和 p 的邻域（不含 p ）最匹配的图像块的中心的灰度值。[6]里也采用了 Freeman

和 Pasztor [5]的 Markov 网络模型，但是他们认为要得到好的超分辨率效果，和输入的低分辨

率图像块相匹配的样本图像块的点扩散函数（point spread function, PSF）要和输入的低分辨率

图像块的点扩散函数一样。因此，他们的算法和 Freeman 和 Pasztor [5]的基本一样，只是要增

加 PSF 的估计和匹配这一步骤。Bishop 等人[7]把 Freeman 和 Pasztor [5]的算法简化后拓展到

视频。但是视频比图像复杂些，因为如果仅考虑提高帧内的分辨率会导致帧间不连贯，产生

闪烁效应。为了解决这个问题，他们又添加了帧间的平滑性约束。[17]里，Dedeoğlu 等人允许

匹配得到的高分辨率图像块在运用到要求的高分辨率图像上时可以在改变均值后再用，因此

他们需要多预测高分辨率图像块的均值。 

 

2.1.2 全局间接最大后验算法 

这类算法不是逐块估计高分辨率图像，而是假定高分辨率图像可以分解成一些“基”的

组合，因此只需估计“基”间的组合系数就行了。“基”的存在就要求高分辨率图像有一致的

结构，否则重构出来的图像将缺少细节或细节不合理，不能达到超分辨率的目的。所以目前

为止所有全局间接最大后验算法都是针对人脸图像，因此都是专用算法。 

Gunturk 等人[18]把高、低分辨率人脸图像都表示成相应尺寸的特征脸的线性组合。其超

分辨率模型变成： 

  1
arg max ( )

N

i i
P P




h
h h l h , 

其中h和
il 分别是高、低分辨率人脸图像的组合系数。 ( )P h 和   1

N

i i
P


l h 都假定是高斯： 

 1( ) ~ exp ( ) ( ) ,T

h hP   h h μ Λ h μ  

   1

1
1

~ exp ( ) ( )
N

N T T T T T

i i l i h i l i hi
i

P 




 
     
 
l h l F PF h η Q l F PF h η ， 

其中
hF 和

lF 分别是以高、低分辨率特征脸为列构成的矩阵，
iP 是联系第 i 幅低分辨率图像和

要求的高分辨率图像的矩阵，
hμ 和η为均值，Λ和Q为协方差矩阵。

hF 、
lF 、

hμ 、η、Λ

和Q都从样本中获得。Gunturk 等人的算法很有影响，后来有很多改进。比如，Li 和 Lin [20]

进一步考虑了人脸的朝向。Capel 和 Zisserman [16]进一步把人脸细分成六个区域：左眼、右眼、

鼻子、左颊、右颊和嘴，在每一区域上做超分辨率后再拼成一个完整的人脸（因此其缺点是

区域的边界显得不连续）。 

前面说过，Liu 等人[21]的人脸幻构算法是全局和局部算法的混合。其全局脸
g

H 也用特

征脸计算，而局部脸
l

H 可看成是额外的细节（residue）。这种“global + residue”的思想后来

也有很多人采用，比如 Li 和 Lin [19]、Liu 等人[22–25]（后者属于直接最大后验算法，见下文）

等等。 
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2.2 直接最大后验算法 

这类算法直接逐块推断高分辨率图像块，所以都是局部方法。因此这类算法无需再细分

是局部还是全局算法。抽象地说，直接最大后验算法是把超分辨率问题表述成如下形式2： 

 
1

arg max

N

i

i

P
 



 
   

 
H

H H L . 

Sun 等人[13]采用了 primary sketch 先验来推断缺失的高频： 
p H L H , 

其中L 是把低分辨率图像进行插值得到的图像，而 p
H 按下式进行估计： 

 arg max
p

p pP
H

H H L . 

他们假定： 

  ~ ( )p

k

k

P P CH L L , 

其中
kC 是L 里检测到的边缘线（contour）并已经用许多可能的高分辨率图像块近似。为了解

决相邻高分辨率图像块之间的不一致性，每条轮廓线上的可能的高分辨率图像块被看成形成

一条一阶 Markov 链，这个思想和 Freeman 和 Pasztor [5]的 Markov 网络模型有点相似。最终的

高分辨率图像块也是通过信念传播算法确定。 

Hertzmann 等人[9]提出了一个非常简单的图像间风格迁移（style transfer）的算法。给定

一幅样本图像对 A 和 'A 和测试图像 B ，作者希望能把 B 变成和 'A 同样风格的图像 'B 。该算

法是按扫描线次序逐像素生成 'B 。先构造好 A 、 'A 和 B 的高斯金字塔，在金字塔的每一层，

从粗到细， 'B 的每一个像素 'Q 提取出适当特征后与 A 和 'A 里的像素的特征进行匹配， 'A 里

最匹配的像素的值就赋给 'B 。当 A 和 'A 分别是低、高分辨率图像时，以上算法就变成超分

辨率算法。 

Lin 等人[22]和 Liu 等人[23–25]按照 Liu 等人[21]的两步合成思想又提出了一些算法。这些

算法都假定如果输入的低分辨率图像（块）是它在训练样本中最近邻的 k 个低分辨率图像（块）

的线性组合，那么相应的高分辨率图像（块）也是它在训练样本中和 k 个低分辨率图像（块）

对应的 k 个高分辨率图像（块）的线性组合，且组合系数相同。在处理额外的细节（residue）

时，也采用这一假定。这种假定显然是借鉴了 LLE（locally linear embedding）[26]的思想。 

另外，由于超分辨率是一个非线性过程，而神经网络（neural network）又擅长拟合非线

性映射，因此也有一些学者尝试把神经网络应用于超分辨率。现有的基于神经网络的算法都

属于直接最大后验算法。比如 Zhang 和 Pan [14]训练了将低分辨率细节映射到高分辨率细节的

神经网络。估计出高分辨率细节后叠加到插值后的图像上就得到要求的高分辨率图像。他们

还证明了在一定意义下他们的算法是最优的。Candocia 和 Principe [8]假定相似的低分辨率图

像块应当对应相似的高分辨率块。因此他们把训练图像分块，把低分辨率块去掉均值后用自

组织映射神经网络聚类，然后对每一类训练一个联想记忆（associative memory）神经网络。做

超分辨率时，每个低分辨率块去掉均值后从样本里找到它最近邻的低分辨率块，然后用训练

好的联想记忆神经网络映射成高分辨率块。把均值加回去再处理好相邻块的互相重叠部分，

就得到高分辨率图像。Miravet 和 Rodríguez [11]使用了混合多层感知机（hybrid multilayer 

                                                        
2 符号的含义请见（1）。 
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perceptron）和概率神经网络（probabilistic neural network）对低分辨率图像进行非均匀插值。在配

准低分辨率图像后，高分辨率像素的值要从它周围的低分辨率像素的值插值得到，但其权重不再按

照传统的随离高分辨率像素距离的平方指数衰减（即使用高斯核）的方式计算，而是通过混合多层

感知机把距离映射成权重。插值后再做一次图像反卷积以进一步提高图像清晰度。因此，这个算法

也属于第一类超分辨率（基于插值的算法，参见引言）。Kursun 和 Favorov [10]受仿生学启发，

仿照视觉皮层里的神经网络结构（SINBAD 细胞）构建神经网络。SINBAD 细胞之间有抑制和反馈

作用。该神经网络需要大量的图像来训练。SINBAD 神经网络有很好的识别图像中高阶统计特性的

能力，因此有良好的超分辨率性能。 

 

2.3 基于学习的超分辨率算法的优缺点 

现有的基于学习的超分辨率算法所使用的高/低分辨率样本图像对（或图像块对）都是固

定放大倍数的，这就决定了训练得到的算法不能随便改变放大倍数。全局间接最大后验算法

的局限更为严重，因为其高/低分辨率样本图像对的尺寸也是固定的，训练得到的算法甚至不

能应用到不是指定尺寸的图像。而且基于学习的超分辨率算法的性能非常依赖于训练样本库，

如果样本选择不好，结果就不会很好。不幸的是，现在还没有相关理论来指导样本的选择。

另外，虽然有些论文报告了在人脸幻构中达到了很高的放大倍数，但那只是在理想情况下的

实验结果，比如低分辨率人脸图像配准无误、噪声类型和水平都已知等，这些在实际情况下

都是很困难的。 

但是基于学习的超分辨率算法也有它的优点。首先，它一般需要较少的低分辨率图像就

能得到较好的超分辨率图像，因为图像的先验信息已经包含在算法中了。许多算法甚至只需

要一幅低分辨率图像，这是其他类型的超分辨率算法所做不到的。其次，虽然需要的低分辨

率图像少，它能达到的放大倍数却比其他类型的超分辨率算法的高。第三，它不但能提高图

像分辨率，如果把样本换成其他的，那么它还能做其他事情。比如，Freeman 和 Pasztor [5]和

Pickup 等人[12]的实验显示，样本适当改变后，它能输出带艺术风格的图像。这也是其他类型

的超分辨率算法所做不到的。第四，很多基于学习的超分辨率算法，比如基于特征脸的人脸

幻构算法，计算速度很快；相比之下其他类型的超分辨率算法，除了仅使用非均匀插值的算

法外，基本都是迭代算法，计算速度相对较慢。 

 

3 基于学习的超分辨率算法的性能极限 

虽然研究人员在理想的实验环境下得到的基于学习的超分辨率算法能达到较高的放大倍

数，在实际情况下，基于学习的超分辨率算法的性能并不远远优于其他类型的算法，能达到

的放大倍数还是比较小。因此，有必要考察基于学习的超分辨率算法是否有一个极限。如果

能估计出一个能达到的放大倍数的上界，那么人们就不需要再盲目、徒劳地去试更大的放大

倍数，这样就能节省很多时间和空间的资源。Lin 等人的[27]是唯一一篇讨论这个问题的论文。

对于基于重构的算法，其性能的界曾被 Lin 等人[28]和 Baker 等人[15]探讨过。由于没有特殊

类型的图像（比如人脸和文字图像）的统计模型，下面我们只讨论基于学习的通用超分辨率

算法的极限。我们后面的分析需要用到一般自然图像的如下统计特性： 

1． 高分辨率图像的分布不集中在少数几种高分辨率图像附近，低分辨率图像也是如此。

这个性质比较明显，因为一般自然图像不能被分类成少数几类图像。 

2． 平滑的低分辨率图像的先验概率要比纹理丰富的低分辨率图像的高。这实际上就是

图像出理中最常用的“平滑先验”（smoothness prior）。 

需要了解细节的读者可参考[27]。 
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3.1 什么是基于学习的超分辨率算法的极限？ 

为了能够定量地分析，我们必须定义什么是“基于学习的超分辨率算法的极限”。这个极

限不能单纯地由能计算的放大倍数决定，因为理论上只要计算机性能足够好，给定任何样本，

它都能训练出一个超分辨率算法，而且这个算法对任何输入图像都能给一个输出图像，只是

这个输出图像的质量并没有任何保证。[28]中已经讨论了如何定义基于重构的超分辨率算法的

极限的问题，作者建议把能达到的“有效放大倍数”的上界定义为超分辨率算法的极限。所

谓“有效放大倍数”指的是在该放大倍数下算得的高分辨率图像的确会比在较低的放大倍数

下算得的高分辨率图像更清晰或细节更多。但是这个定义是同样无法量化计算的，因为“更

清晰或细节更多”依赖于对图像内容的理解，它不能由一些低级视觉（low-level vision）的概

念获得，比如它不能定义成图像的高频成分的能量，因为单纯加噪声也能增加图像的高频成

分的能量而噪声实际上并不增加图像的细节。于是[28]中接着论证需要增加的细节应当是在高

分辨率图像中真正存在的细节，最终得出结论，超分辨率算法的极限应当定义成能使得超分

辨率算法输出的“高分辨率”图像和真正的高分辨率图像的差不超过某适当阈值的放大倍数

的上界。虽然我们不可能知道真正的高分辨率图像是什么样的，但是一些数学技巧，比如先

验误差估计，可以克服这个困难。 

基于[28]的奠基性工作，我们也可以同样定义基于学习的超分辨率算法的极限。但是基于

学习的超分辨率算法又有自身的特殊性，主要是它对不同输入图像的性能不同。如果输入图

像比较接近训练图像，显然输出图像的质量就会高；否则质量有可能会差很多。这就促使我

们考虑它的平均性能。如果我们把基于学习的超分辨率算法抽象成从低维空间往高维空间的

映射函数 s，那么它的平均性能可以按照它的期望风险来定义： 

 
h

hhDhh d)()(),(~ 2

hs psmNg ,                     (3) 

其中我们假定低分辨率图像的尺寸为 NN  ，放大倍数为 m（即高分辨率图像的尺寸为

mNmN  ），D 对应于把原高分辨率图像降为低分辨率图像的成像过程，先暂时假定为简单

的下采样（downsampling）， )(hhp 是高分辨率图像的分布密度函数。我们把损失函数选为平

方误差是因为它对应着均方误差，而均方误差是衡量图像差异的最常用的度量。 

这里要特别注意的是（3）式只是单个超分辨率算法 s 的期望风险，我们研究它的大小对

探讨基于学习的超分辨率算法的极限并没有帮助，因为单独一个算法的极限就是它设定的放

大倍数的大小（第 2.3 节里已经指出每个基于学习的超分辨率算法都不能随意改变放大倍数），

而基于学习的超分辨率算法的极限要探究的是所有算法都不能达到的有效放大倍数。注意到

我们可以换一种说法，基于学习的超分辨率算法的极限就是一个上界，放大倍数超过这一界

后任何算法的期望风险都不可能小于某一合适阈值。因此，我们可以考虑（3）式定义的期望

风险在所有可能的超分辨率算法 s 下的下界。如果这个下界大于某一合适阈值，那么任何算法

的期望风险都不可能小于这一阈值。这就促使我们探讨（3）式定义的期望风险在所有可能的

超分辨率算法 s 下的下界。 

 

3.2 期望风险的下界 

为了估计下界，我们需要对（3）做变量替换。首先找一个矩阵Q 使得
 
 
 

D

Q
非奇异且

QU 0，其中U 是把低分辨率图像插值到高分辨率图像尺寸的上采样（upsampling）矩阵，

它具有性质 DU I 。这个矩阵Q是不唯一的，但它在我们的最终结果中不出现，只是起辅助
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推导的作用。接下来定义  M R V 为
 
 
 

D

Q
 的逆。从  

 
 

 

D
R V I

Q
，我们知道 R U 。 

下面我们做变量替换
 

  
 

x
h M

y
，则（3）变成 

 
2

,

,

( , ) ( ) d d

( ) ( )d ,

s x y

x s

g N m s p

p V

    
      

    







x y

x

x x
U V x x y

y y

x x x

             (4) 

其中 

, det( )x y hp p
      

      
      

x x
M M

y y
, 

2
( ) ( ) ( | )d ,s s yV p 

y

x Vy x y x y  

( )xp x 是 x 的边际分布， ( | )yp y x 是 y 的条件分布， ( ) ( )s s  x x Ux是从低分辨率图像 x

恢复的高频成分（因此我们称 ( )s x 为高频函数）。 

注意到 ( )sV x 对所有的超分辨率算法 s有一个下界，这个下界由如下最优的高频函数达到： 

( ; ) ( | )dopt y yp p  
y

x V y y x y .  

它意味着最优的高频分量应当是给定低分辨率图像 x 时所有可能的高频分量的期望（注意到

 Vy h Ux 是高分辨率图像 h 的高频成分）。相应地，“最优”的超分辨率算法是 

( ) ( )opt opts  x x Ux , 

但是这个“最优”的超分辨率算法只有理论上的意义，它无法计算。 

最优的高频函数的引入使我们不需要再关心不同超分辨率算法的细节，因为它达到了期

望风险的下界，即任何超分辨率算法的期望风险都不可能比它的更低。因此我们只需要估计

“最优”超分辨率算法的期望风险。容易看出， 

22
( ) ( | )d ( ; .y opt yV p p 

y

x Vy y x y x                   (5) 

另一方面，从一般自然图像的统计特性（ ( )hp h 的性质）我们可以论证以下的保守估计： 

2

,
2

d
3

( ; .
4 ( )

x y

opt y

x

p

p
p



  
  
  




y

x
Vy y

y
x

x
                    (6) 
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其证明细节可参见[27]。综合（4）–（6）我们得到 

22

2

2

,

,

2

2

( , ) ( ) ( | )d ( ; d

1
( ) ( | )d d

4

1
d d

4

1
( )d

4

1 1
( ) ( ) ( )

4 4

( , ),

s x y opt y

x y

x y

h

T

g N m p p p

p p

p

p

tr

b N m


 

  
 
 



  
   

  



      



 

 





x y

x y

x y

h

x Vy y x y x x

x Vy y x y x

x
Vy x y

y

VQh h h

I UD Σ I UD I UD h

 

其中 Σ 和 h 分别是高分辨率图像的协方差矩阵和均值。以上推导中我们利用了等式

 VQ I UD，这可以从  
 

 
 

D
U V I

Q
得到。 ( , )b N m 就是我们估计的期望风险的下界。 

 

3.3 基于学习的超分辨率算法的极限 

3.1 节里已经论证过，有效的放大倍数要使得超分辨率算法得到的高分辨率图像和真实图

像接近。这个接近程度可以选作均方误差，即每像素的平均误差。虽然均方误差和人的视觉

并不完全吻合，但目前并没有更好的量化准则。虽然如此，如果均方误差很大，还是可以肯

定超分辨率效果不好。因此，我们可以选一个比较大的阈值T ，如果对某放大倍数
0m ，均方

误差的下界

1

21
( , ) ( , )b N m b N m T

K

 
  
 

，其中K 是高分辨率图像的像素数，则有效的放大

倍数就不会超过 0m 。因此，基于学习的超分辨率算法的极限可以估计为
1( )b T

。 

 

3.4 下界的计算与阈值的选取 

上节已经说明了估计基于学习的超分辨率算法的极限的基本思路，但是有两个问题没有

解决。一是如何计算下界 ( , )b N m ；二是如何选取阈值T 。 

要计算 ( , )b N m ，我们需要知道高分辨率图像的协方差矩阵和均值。虽然对一般自然图

像的统计模型的研究已经有了一定的时间，比如[29]，但是所获得的模型都不准确：一般自然

图像的统计特性符合该模型，但符合该模型的图像却未必是自然图像。虽然没有准确的模型

可用，我们可以尝试从真实数据里估计需要的协方差矩阵和均值，即采集足够多的高分辨率

图像，然后从这些样本里估算协方差矩阵和均值。于是就产生一个问题：采多少才够？下面

的定理回答了这个问题。 
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定理 1：如果我们独立地采集
2

1 2

2

( 2 )
( , )

16

C C
M p

p





 张高分辨率图像，那么估计的下界

ˆ
( , )b N m 偏离真实下界 ( , )b N m 的误差不超过 的概率至少是1 p ，其中 

  
1

4 22

1 ( )( ) ( ) ( )TC E tr        I UD h h I UD Σ I UD ,  

 
1

2
2

TC  b Σb , ( ) ( )T  b I UD I UD h . 

其证明可在[27]里找到。在实验中，我们取 0.01p  ，
1

( , )
2

Kb N m  ，使得均方误差的估

计偏差 ˆ( , ) ( , ) 0.25b N m b N m  的概率高于 99%。我们选0.25作为阈值是因为它是灰度量

化误差的均值。 

我们对不同的 N 和m的取值按照定理 1 采集了相应数目的高分辨率图像，计算得下界曲

线如图 2 所示。实验细节请参考[27]。可以看到，对于不同的 N ，各曲线吻合得相当好，而且

都按

1

2( 1)m  的方式增长。 

 

图 2. 从实际数据中计算得的均方误差下界曲线。对每条曲线，N 是固定的，它的值标在曲线

末端（为了避免图太拥挤，大的 N 值没有标出）。‘*’和‘#’分别表示[13]和[5]里的算法的

平均均方误差。 
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对于阈值T 的选取，很不幸它并没有公认的数值，我们也只好从实验中估计。我们计算

了用[13]和[5]里的算法获得的高分辨率图像和真实图像之间的均方误差，分别是 11.1 和 12.6，

它们都在我们估计的下界上方（图 2）。从图 3 中我们看到，[13]和[5]里的算法的结果和真实

图像的差别较大，因此取 11.1T  是可以接受的。 

 

图 3. 用[13]（放大倍数为 3）和[5]（放大倍数为 4）算得的部分超分辨率结果。在每一组图像

里，左上角是16 16 的低分辨率图像，插值到48 48 ；左中是[13]的超分辨率结果；右上角

是12 12 的低分辨率图像，插值到 48 48 ；右中是[5]的超分辨率结果；最下面是真实的高分

辨率图像。 

 

基于图 2 中的均方误差下界曲线和通过图 3 估计的阈值，我们可以粗略估计：基于学习

的通用超分辨率算法的极限是 10 倍。当然这个估计有点保守，我们希望将来能做得更精细些。 

 

3.5 讨论 

上节估计的基于学习的通用超分辨率算法的极限有点保守，要得到更好的估计，一个可

能的途径是考虑噪声。噪声的来源很多，一部分是成像过程中产生的，还有一部分是来源于

我们数学模型的虚拟噪声（注意（3）里的经验风险的定义假定了不同的图像的成像过程是一

样的）。如果把噪声考虑在内，经验风险应当定义为： 

2'

,

,

( , ) ( ) d ds h ng N m s p
  

     
  


h n

h
h Dh n h n

n
, 

其中 ,h np 是高分辨率图像和噪声的联合分布。这里的噪声包含了数学模型的虚拟噪声。在新

模型下，如果高分辨率图像和噪声是独立的，我们可以类似得到经验风险的下界： 

 
2' 1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( )
4 4 4

T T

nb N m tr tr        I UD Σ I UD UΣ U I UD h Un , 

其中
nΣ 和n分别是噪声的协方差矩阵和均值。很显然

'( , ) ( , )b N m b N m ，因为h基本上是

常值向量，导致 ( ) I UD h 0。所以，如果我们能够计算出
'( , )b N m ，我们就能得到超分辨

率算法的极限的更精确的估计。不幸的是，
'( , )b N m 的计算比 ( , )b N m 困难得多，因为我们

暂时无法通过分离噪声来估计它的协方差矩阵和均值，特别是这里的噪声还包含着虚拟噪声。 
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4 结语 

基于学习的超分辨率算法是新兴的超分辨率算法，比起传统算法它既有优点也有缺点。为了

达到更好的性能，可以从很多方面来考虑，比如： 

1. 可否更好地表达和利用先验知识？ 

2. 可否对低分辨率图像进行简单的分析，使得不同部分可以使用不同的先验知识？ 

3. 可否刻画出超分辨率算法的性能和样本库之间的关系？ 

4. 可否设计出在一定放大倍数范围之内都可工作的算法？ 

本人希望将来能看到对超分辨率算法的更多的理论分析。 
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