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摘  要：目的  深度学习模型广泛应用于多媒体信号处理领域，通过引入非线性能够获得极大地性能提升，但是其黑箱结构

无法解析地给出最优点和优化条件。因此如何基于传统信号处理理论，利用基于变换/基映射模型逼近深度学习模型，解析

优化问题，成为当前研究的前沿问题。方法  本文从信号处理的基础理论出发，分析了当前针对高维非线性非规则结构方法

的数学模型和理论边界，主要包括：结构化稀疏表示模型、基于框架理论的深度网络模型、多层卷积稀疏编码模型以及图信

号处理理论。具体地，详细描述了基于组稀疏性和层次化稀疏性的表示模型和优化方法，分析基于半离散框架和卷积稀疏编

码构建深度/多层网络模型，进一步在非欧空间上扩展形成图信号处理模型，并对国内外关于记忆网络的研究进展进行了比

较。结果  结构化稀疏方法通过混合的联合范式正则项，利用近端算法或网络流优化求解组 Lasso 目标问题，获取包含结构

信息的更优的稀疏表示。鉴于结构化稀疏表示仍然是立足于基集的线性映射，基于框架理论的深度网络成为焦点。它通过延

拓多尺度几何分析中的半离散框架来生成深度卷积网络，引入非线性形成对于形变稳定的特征表示，并继承框架理论良好的

尺度和方向分解性质。受散射网络启发，多层卷积稀疏编码在稀疏编码基础上，引入组合正则约束，拟合最大化池化操作，

并递归逐层学习和分解稀疏表示的过完备字典，形成表示多尺度非规则结构的稀疏表示。图信号处理理论基于非欧空间上的

拓扑结构扩展传统信号处理理论，通过结合卷积神经网络学习复杂关系网络，适用于数据驱动的高维不规则信号的分析和处

理。结论  最后，本文展望了多媒体信号处理的理论模型发展，认为图信号处理通过解析谱图模型的数学性质，解释其中的

关联性，为建立广义的大规模非规则多媒体信号处理模型提供理论基础，是未来研究的重要领域之一。 

关键词：结构化稀疏表示模型；基于框架理论的深度网络模型；多层卷积稀疏编码模型；图信号处理理论；多媒体信号处理                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    
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Abstract: Objective  Deep learning models have been widely used in multimedia signals processing. They 

significantly improve the performance of signal processing tasks by introducing non-linearities, but lacks analytical 

formulation of optimum and optimality conditions due to their black-box architectures. In recent years, it is popular to 

analyze the optimal formulation and approximate the deep learning models based on classical signal processing theory 

for multimedia, i.e., transform/basis projection based models. Method  This report presents and analyzes the 

mathematical models and their theoretical bounds for high-dimensional nonlinear and irregular structured methods 

based on the fundamental theories of signal processing. The main content of this paper includes structured sparse 

representation, frame-based deep networks, multi-layer convolutional sparse coding and graph signal processing. We 

begin with sparse representation models based on group sparsity and hierarchical sparsity with their optimization 

methods, and subsequently, analyze the deep/multi-layer networks developed using semi-discrete frames and 

convolutional sparse coding. We also present graph signal processing models by extending classical signal processing 

to the non-Euclidean geometry. Recent advances in these topics achieved by domestic and abroad researchers are 

compared and discussed. Result  Structured sparse representation introduces the mixed norms to formulate a group 

Lasso problem for structural information, which can be solved using proximal method or network flow optimization. 

Considering that structured sparse representation is still based on the linear projection onto dictionary atoms, 

frame-based deep networks are developed to extend the semi-discrete frames in multiscale geometric analysis. They 

inherit the scale and directional decomposition led by frame theory and introduce nonlinearities to guarantee 

deformation stability. Inspired by scattering networks, multi-layer convolutional sparse coding introduces combined 

regularization into sparse representation to fit max pooling operation. Sparse representation of irregular multiscale 

structures can be achieved with the trained overcomplete dictionary in a recursive manner. Graph signal processing 

extends conventional signal processing into the non-Euclidean spaces. When integrated with convolutional neural 

networks, graph neural networks learn complex relational networks and are desirable for data-driven large-scale 

high-dimensional irregular signal processing.  Conclusion  In the end, this paper forecasts the future work of 

mathematical theories and models for multimedia signal processing. It is significant to develop generalized graph 

signal processing model for large-scale irregular multimedia signals by analyzing the mathematical properties and 

linkages of conventional signal processing and graph spectral model. 

Key words: Structured sparse representation; frame-based deep convolutional network; multi-layer convolutional 

sparse coding; graph signal processing; multimedia signal processing 
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0  引  言 

传统多媒体信号处理的基础理论主要建立在各

类解析表示（变换）上。傅里叶变换（Fourier 

Transform）作为周期平稳信号描述，可扩展到多维

空间来描述图像和视频；小波变换则通过有效逼近

非平稳信号的点奇异性，适用于表示分段光滑函数。

二维小波由一维小波的张量积构建得到，不同分辨

率下，它的基具有不同尺寸大小的正方形支撑区间。

因此，二维小波以点奇异性来逼近曲线奇异性，缺

乏方向性。多尺度几何分析理论构建一种新的最优

多维信号表示方法，将重要结构特征映射于低维子

集中，如二维影像的主要特征可由其中光滑方向性

边缘所刻画。自然影像统计模型和对人类视觉系统

的研究显示，基于多尺度几何分析的最优图像表示

方法，具有多分辨率、局部特性、方向性和各向异

性等性质。 

多尺度几何分析分为自适应和非自适应两类。

自适应方法一般先进行边缘检测，再利用边缘信息

对原函数进行最优表示，主要代表为楔形波

（Wedgelet）变换（Donoho，1999），条带波（Bandelet）

变换（Le Pennec 等，2005）和方向波（Directionlet）

变换（VELISAVLJEVIĆ 等，2006）。非自适应方法

则不需要图像几何特性的先验知识，而是通过可解

析变换逼近信号奇异性，以脊波（Ridgelet）变换

（Candès，1998）、曲线波（Curvelet）变换（Candès

等，2000）和轮廓波（Contourlet）变换（Do 等，

2005）为代表，并衍生出一系列扩展和改进工作。

如剪切波（Shearlet）变换（Labate 等，2005）以剪

切操作代替旋转来改进曲线波变换；轮廓波可通过

引入树状结构的多维方向滤波器组表示多维信号中

曲面奇异的表面波（Surfacelet）变换（Lu 等，2007）

和实现非均匀方向频率分解（Xiong 等，2011）等

进行扩展；基于图像内容规律性在任意支集延拓哈

尔（Haar）小波的群波（Grouplet）变换（Mallat，

2009）。 

针对图像多尺度分析，以过完备原子集合（字

典）来替代全局固定的基函数，是稀疏表示的另一

种重要途径。鉴于冗余系统的欠定性，信号的最优

分解方式并不唯一，因此需要基于误差最小化原则

自适应地寻找最稀疏的系数分布。1993 年，Mallat

和 Zhang 首先提出匹配追踪算法（Mallat 等，1993）

实现这种想法，通过信号在过完备字典上的分解，

根据信号统计特性自适应地选取基函数，得到稀疏

表示。随后，发展出了一系列寻找基函数的算法，

诸如基追踪算法（Basis Pursuit, BP）（Chen 等，1998）、

正交匹配追踪算法（Orthogonal Matching Pursuit, 

OMP）（Pati 等，1993）和迭代阈值算法（Iterative 

Thresholding）（Blumensath 等，2008）等，能够在

给定约束下，将图像/视频信号的能量集中到分布更

为稀疏的系数上去，从而取得比基于离散余弦变换

（DCT）和离散小波变换（DWT）更好的分析和逼

近结果。随着学习算法的引入，基于采样自适应训

练字典受到广泛关注，如最优方向方法（Method of 

Optimal Directions, MOD）（Engan 等，1999）、正交

基联合（Union of Orthobases）（Lesage 等，2005）

和广义主成分分析（Generalized PCA, GPCA）（Vidal

等，2005）等，通过迭代学习寻找信号能量最为集

中的基函数或者最优的方向，自适应构建字典。2006

年，Elad 等提出了一种基于迭代调整和更新的

K-SVD 算法（Aharon 等，2006），相较于传统冗余

字典，能有效减少稀疏表示所需的字典原子数，并

且仍然可以训练后原子的线性组合表示初始字典，

提高重构视觉信号的效率。K-SVD 可以通过组合基

于分析和基于学习字典（Rubinstein 等，2010），引

入基于图像分析的稀疏表示（Rubinstein 等，2013）

以及建立多任务字典学习模型（Ruvolo 等，2013）

来进一步优化。2010年和2011年，Krause等和Mairal

等分别提出亚模字典选择（Krause 等，2010）和在

线字典学习（Mairal 等，2010）等学习算法，也能

够在保证表示和逼近性能的同时，提升其运行效率。 

虽然基于过完备字典学习能够有效提升多媒体

信号的稀疏表示性能，然而基于字典的线性映射限

制了对于非规则结构的表达能力。随着卷积神经网

络在多媒体信号表示、逼近和分析中取得重大突破，

却由于其“黑箱”性质，缺少数学可描述的理论模

型，解析优化条件和收敛性质，限制了重构稳定性

和适用大规模信号的泛化性。然而，受到卷积神经

网络的启发，其中关键方法如非线性池化操作和局

部平移等变卷积操作逐渐受到关注，被引入到传统

信号处理理论框架中，在数学可解释性的保证下，

有效提升了多媒体信号处理和分析能力，并被引入

图信号处理中，通过与表示相关性的图结构结合，

利用多媒体信号中的高维非规则拓扑奇异性。 

本文从信号处理的基础理论出发，重点介绍目

前受到广泛关注的针对高维非规则多媒体信号处理

的数学模型和理论方法，主要包括：结构化稀疏表

示模型、基于框架理论的深度网络模型、多层卷积
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稀疏编码模型以及图信号处理理论。鉴于传统低维

信号的稀疏表示采用ℓ0或ℓ1范式约束，孤立地优化

字典原子，无法表征信号潜在的结构关联，结构化

稀疏表示方法通过混合联合范式正则项，利用近端

算法或网络流优化求解组 Lasso 目标问题，获取包

含结构信息的更优稀疏表示。扩展互不相交的组稀

疏为相互重叠的层次化稀疏，衍生符合多维网格结

构的层次化分组 Lasso，拓展至有向非循环图的分层

结构，形成非规则稀疏性的图 Lasso 问题。鉴于结

构化稀疏表示仍然立足于基集的线性映射，基于框

架理论的深度网络通过延拓多尺度几何分析中的半

离散框架来生成深度卷积网络，引入非线性形成对

于形变稳定的特征表示，并继承框架理论的尺度和

方向分解性质。散射网络通过多尺度小波变换系数

的期望，等效平均池化操作，延拓形成卷积网络，

实现对于多媒体信号的任意尺度和方向分解，并扩

展至一般化的半离散框架。受散射网络启发，多层

卷积稀疏编码在稀疏编码基础上，引入ℓ0和ℓ∞的组

合正则约束，拟合最大化池化操作，并递归逐层分

解学习过完备字典，形成多尺度非规则结构的稀疏

表示。考虑到卷积神经网络多基于传统网格结构，

而忽略非规则结构的内在拓扑特征，近年来，图信

号处理理论，旨在于非欧空间上进行基于拓扑结构

的信号处理，将传统的信号处理理论扩展到图表示

的非规则信号领域，考虑图谱结构与图结构上信号

的关联性。利用谱图理论可以图傅立叶变换扩展包

括时频变换及其算子、滤波器设计等的传统信号处

理理论，然而其泛化性能和可扩展性受制于对特定

图结构的依赖性。因此，基于传统信号处理的理论

框架，解析谱图模型的数学性质，解释其中的关联

性，为广义的大规模非规则多媒体信号处理模型提

供理论基础，成为当前研究中的重要领域。 

本文的章节安排如下：第 1 章和第 2 章分别介

绍了在结构化稀疏表示模型、基于框架理论的深度

网络模型、多层卷积稀疏编码模型以及图信号处理

理论方面的国际和国内研究现状；第 3 章对于国际

和国内研究进展做了比较；第 4 章分析目前的研究

趋势，并对未来的研究方向进行展望。 

1 国际研究现状 

1.1 结构化稀疏表示模型 

在统计、信号处理与机器学习等研究领域，稀

疏性是一个核心的科学概念。稀疏表示通常采取变

量或特征选择的问题形式，旨在通过对少量特征基

原子的线性组合，为目标数据寻求一种最为简洁、

紧致的表示方法。从目标函数角度，稀疏估计本质

上为ℓ0范式约束的组合优化问题，而引入ℓ1范式正

则项可以将该非凸的组合优化进行有效的凸松弛

（Bach 等，2011；Beck 等，2009；Efron 等，2004；

Yuan，2010）。针对这类经典的稀疏表示方法，一系

列的理论框架与应用实践迅速发展（Mairal 等，

2014）。 

以ℓ1范式正则化主导的经典稀疏表示问题，对

每一个变量单独进行选择，而不考虑变量之间的结

构特征与潜在关系。然而，在许多实际应用场景中，

表示估计可以受益于与具体问题相关的结构性先验

知识，进而提升预测与近似性能。例如，在基于功

能磁共振（fMRI）或脑磁图（MEG）的神经影像中，

体素集合往往组织形成小尺寸的局部连通区域，通

过观察这种结构特征，有助于对不同脑状态的区分

与医学诊断（Gramfort 等，2009）。类似的，在人脸

识别任务中，以像素集合形成面部的小尺寸凸区域

作为特征，可以有效提升识别对遮挡问题的鲁棒性

（Jenatton 等，2010）。朴素的ℓ1范式无法编码这些

高阶结构性约束信息，因此，结构化稀疏表示方法

（Structured Sparsity）应运而生，通过ℓ1/ℓ𝑞（𝑞 ∈

{2, ∞}）联合范式诱导稀疏性的正则项，能够编码信

号的稀疏性模式所隐含的高阶的结构化信息，从而

得到更优的稀疏逼近（Bach 等，2012；Jenatton 等，

2009）。 

1.1.1 组稀疏性 

组稀疏性（Group Sparsity）为最基本的结构化

稀疏形式，所适配的结构性先验为，在稀疏分解过

程中，变量分布于彼此互不相交的分组（Disjoint 

Groups）中，而同一分组中的变量会被同时选中或

丢弃。这样的结构约束可通过联合ℓ1/ℓ𝑞范式表达，

在最小二乘回归的背景中，该正则项被称之为组

Lasso（Group Lasso）问题（Turlach 等，2005；Yuan

等，2006），如公式（1）所示。 

min
𝛽∈ℝ𝑝

‖𝑦 − 𝛽0 − ∑ 𝑋𝑖
𝑇𝛽𝑖

𝑔

𝑖=1

‖

𝐹

2

+  𝜆 ∑ √𝑝𝑖‖𝛽𝑖‖2

𝑔

𝑖=1

   (1) 

其中，𝑋 ∈ ℝ𝑑×𝑛为字典，𝑦 ∈ ℝ𝑑为输入信号，𝛽 ∈ ℝ𝑝

为稀疏向量，𝜆为正则化参数平衡稀疏性与保真度，

𝑝 = ∑ 𝑝𝑖
𝑔
𝑖=1 ，稀疏向量的索引{1, … , 𝑝}分为𝑔个不相

交的组。大量的理论与实践表明，当实际问题与组

结构特性相关，引入这种正则形式能够有效提升模

型的预测性能与可解释性（Huang 等，2010）。例如，
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组稀疏字典对图像的视觉描述子袋（Bag of Visual 

Descriptors）构造分组结构，通过组稀疏正则项来自

适应地择取对表达原始信号最相关的组，获取图像

级的稀疏性，进而提升图像分类的预测精度（Bengio

等，2009）。同时，组稀疏约束在多任务学习

（Multi-task Learning）中可以利用不同任务之间共

享的特征（Obozinski等，2010），在多核学习（Multiple 

Kernel Learning）中对不同核进行有效选取（Bach，

2007）。 

1.1.2 层次化稀疏性 

互不相交的组稀疏可进一步扩展为相互重叠的

分组模式（Overlapping Groups），即不同分组中可

以包含相互重叠的变量，而同一分组中的变量在稀

疏分解过程中被同时选中或落选。由这种结构性先

验出发，可以设计一系列的范式形式，匹配不同的

问题结构。例如，相互毗连的稀疏性模式适用于一

维的时序或基因序列，而二维网格中的矩形稀疏性

模式则适用于图像特征提取。通过构建二维网格的

分块结构以矩形空间邻近的𝑝 × 𝑝个变量进行分组，

与之对应的结构性稀疏约束在视频序列的背景抽取

问题上取得了很好的性能（Huang 等，2011）。受到

地 形 独 立 成 分 分 析 （ Topographic Independent 

Component Analysis）启发，法国 INRIA 的 Mairal

等将这种结构应用于字典学习问题上，提出地形字

典（Topographic Dictionary）的概念，利用网络流优

化算法（Network Flow Optimization）求解非平滑的

目标问题，使得学习得到的字典具有显著的空间平

滑性（Mairal 等，2011）。另一种层次化稀疏结构

（Hierarchical Sparsity）受到了广泛关注与研究，通

过将变量组织为分层的树状结构，该结构约束项使

顶层变量优先于底层变量选择。该稀疏结构最早以

回归问题中的稀疏分组 Lasso（Sparse Group Lasso）

形式出现（Friedman 等，2010），如公式（2）所示。 

min
𝛽∈ℝ𝑝

‖𝑦 − 𝛽0 − ∑ 𝑋𝑖
𝑇𝛽𝑖

𝑔

𝑖=1

‖

𝐹

2

+  𝜆 ∑ 𝜔𝑔‖𝛽𝑔‖

𝑔∈𝒢

        (2) 

其中，稀疏向量的索引{1, … , 𝑝}分为|𝒢|个相互重叠

的组，𝜔𝑔为第 𝑔个组的非负权重，𝛽𝑔为𝛽中以𝑔索引

的子向量。层次化稀疏先后在基于小波的图像降噪

问题中结合多尺度分解的天然层次化结构（Zhao等，

2009），在生物信息学中利用基因网络的树形结构进

行多任务回归（Multi-task Regression）与 fMRI 数据

的多尺度挖掘（Multi-scale Mining），预测简单的认

知任务（Jenatton 等，2012；Kim 等，2010）。Jenatton

提出层次化稀疏字典学习（Hierarchical Dictionary 

Learning）问题，以字典原子为节点构造树状分层结

构，并利用层次化分组 Lasso（Hierarchical Group 

Lasso）惩罚项对信号分解的稀疏性模式进行约束，

通过近端梯度下降算法（Proximal Gradient Descent）

求解非平滑线性不可分离的优化目标问题，使之形

成与字典树同根的连通的子树结构。该字典可以应

用于自然图像复原问题，学习得到的字典原子自顶

向下具有信号频率逐层递增的关系，也可应用于文

本文档的主题建模（Topic Modeling），形成自根至

叶的由粗到精的主题层级（Topic Hierarchy），提升

文本的分类精度（Jenatton 等，2010）。 

此外，考虑更为复杂的拓扑结构，可以进一步

推演出更多的扩展，如三维空间的立方体离散化

（3D Spaces Discretized in Cubes），或球体的切片离

散化（ Spherical Volumes Discretized in Slices ）

（Varoquaux 等，2010），以及基于有向非循环图

（Directed Acyclic Graphs）的分层结构（Bach，2008），

和以图的边（Edges）进行分组来选择连通分量的图

Lasso（Graph Lasso）问题等（Jacob 等，2009）。假

定 𝐺 是无向高斯图模型（ Undirected Gaussian 

Graphical Models），则顶点的条件独立性对应于精

度矩阵（Precision Matrix）中的非零项，模型选择

等价于精度矩阵中非零元素的选择。据此，图 Lasso

如公式（3）所示。 

min
Θ

log det𝚯 − trace(𝑆𝚯) − 𝜆‖𝚯‖1         (3) 

其中，𝑆 = ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑥𝑖 − 𝑥̅)𝑇𝑁
𝑖=1 为经验协方差矩阵，

𝑥̅为样本均值，ℓ(Θ) = log detΘ − trace(𝑆Θ)为样本的

对数最大似然。在深度学习方面，Wen 等提出结构

化稀疏性学习（Structured Sparsity Learning）方法来

正则化深度神经网络（Deep Neural Networks，DNNs）

结构（滤波器通道数、滤波器形状、网络层数等），

在保证预测精度前提下，学习紧实的、硬件友好的

网络架构，降低计算复杂度，减少所需运算资源

（Wen 等，2016）。 

1.2 基于框架理论的深度网络模型 

自 2010 年 AlexNet（Krizhevsky 等，2012）在

ImageNet 大规模视觉识别竞赛（Large Scale Visual 

Recognition Challenge, LSVRC）拔得头筹，卷积神

经网络由于对形变稳定的不变性受到广泛关注。一

类手工设计的卷积网络，通过设计局部化的滤波器，

能够分析网络最优化配置和性质，成为了新的研究

热点。其中，最具代表性的工作是由 Mallat 等提出 
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表 1 基于框架的深度网络模型概述 

Table 1 An overview of frame-based deep networks 

深度网络模型 深度网络特点 

散射网络（Bruna 等，2013；Mallat，2012） 群平移不变、结构稳定的 Morlet 小波非线性特征提取子 

旋转不变散射网络（Oyallon 等，2015；Sifre 等，2012） 叠加散射网络，得到具有旋转不变性的特征提取子 

混合散射网络（Oyallon 等，2017） 结合无监督散射网络与神经网络，减少训练和预测开销 

核学习的散射网络（Xiong 等，2016）  利用支持向量机（SVM）最大边际估计特点，学习散射网络中的卷积核与路径 

基于半离散框架的通用特征提取子（Wiatowski 等，2018） 扩展散射网络理论概念，拓展散射网络为基于多种核函数和非线性单元的半离散框架 

基于滤波器组的卷积网络（Xu 等，2017, 2016） 利用滤波器组构建深度卷积网络，具有完美重构的能力，克服了散射网络可逆性很弱的

问题 

分数小波散射网络（Liu 等，2019） 广义平移不变性的分数阶小波的散射网络理论模型 

深度卷积框架波（Ye 等，2017） 分析网络不具备完美重构能力的原因，提出基于框架理论的框架波 

 

的散射网络（Scattering Network）（Mallat，2012），

能够实现平移不变和形变稳定的非线性特征提取。

散射网络参考卷积神经网络的架构，利用尺度和方

向上变化的 Morlet 小波基作为卷积核，以取模

（Module）运算引入非线性操作，递归地将取模运

算结果作为卷积核的输入，堆叠形成网络，在不同

尺度和方向上对图像进行特征提取。同卷积神经网

络比较，散射网络在逐层递归迭代中，能够保持特

征的尺度不变性和方向协变性。并且由于取模运算

保持层间能量不变，因此网络的稳定性能够得到保

证。Mallat 等将散射该网络用于特征提取，并以支

持向量机（Support Vector Machine, SVM）基于所提

取特征进行分类，能够获得优于传统手工设计特征

的方法，并接近深度学习方法（Bruna 等，2013）。

在散射网络基础上，可以进一步引入新的性质，或

者与卷积神经网络进一步结合，满足广泛的图像处

理任务。例如，在纹理分类任务中，基于空间和角

度变量的一维小波滤波器，构建深度散射网络，将

方向协变性扩展为方向不变性，使得产生的特征对

于旋转后的纹理图像保持稳定，减小分类器的学习

难度（Oyallon 等，2015；Sifre 等，2012）。散射网

络可以进一步结合卷积神经网络，形成混合深度网

络。将无监督散射网络作为混合网络的初始特征提

取层，为后续卷积神经网络提供高维特征，在保证

性能的情况下，减少网络层数及训练时间（Oyallon

等，2017）。 

鉴于散射网络基于方向小波的半离散紧框架和

取模运算构成，Wiatowski 等考虑更具一般性的半离

散框架（Semi-discrete Frame）及 Lipschitz 连续的非

线性函数和池化操作，构造通用特征提取网络

（Wiatowski 等，2018）。针对包括小波、脊波、曲

线波、剪切波和 Gabor 框架等在内的方法，基于框

架理论构造深度网络，进行理论分析，并组合修正

线性单元（Rectified Linear Units，ReLU）、平移

Sigmoid 函数（Shifted Logistic Sigmoids）, 双曲正

切函数（Hyperbolic Tangents）和取模运算等Lipschitz

连续的非线性操作，以及 Lipschitz 连续池化操作模

拟亚采样和平均等离散池化操作。半离散框架的深

度 网 络 放 宽 了 构 成 散 射 网 络 的 允 许 条 件

（Admissibility Condition），特征提取的垂直平移不

变性随网络层数增加而渐进增强。在不引入池化操

作时，具有与散射网络相同的水平平移不变性。半

离散框架的深度网络对带限函数、分段平滑的结构

函数（Cartoon Function）和 Lipschitz 函数描述的信

号，能够保持形变稳定性，保证形变敏感性上界。 

然而，上述网络主要针对特征提取，基于 Morlet

小波构造分解算子，不能完成从所提取特征到原始

图像的逆变换，保证完美重构。考虑框架波泛化了

用于求解逆问题的低秩汉克尔（Hankel）矩阵方法

（ Yin 等， 2017 ），深度卷积框架波（ Deep 

Convolutional Framelets）（Ye 等，2017）利用多层

卷积框架波和修正线性单元建立完美重构的深度神

经网络。类似于卷积神经网络的构造方式，深度卷

积框架波基于框架波引入冗余滤波器通道和建立残

差块，拼接修正线性单元引入非线性，利用高通分

支的信息增强池化/反池化层，保证完美重构。在分

解过程中，将线性修正单元及其原点对称的函数同

时作用于特征图上，获得分别对应隐含层表示

（Hidden Representation）正负两部分系数的特征图。

合成时，拼接这两张特征图获得原隐含层表示，进

行重构。上述过程可逐层进行，并最终保证整个网

络的重构性能。基于框架波的性质，深度卷积框架
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波揭示了深度学习的信号表示，能够基于非局部基

和数据驱动的局部基的组合来描述，延伸了经典信

号处理理论。同时，深度卷积框架波的证明过程为

设计新的卷积神经网络提供了思路。基于拼接非线

性单元，能够提升网络的抗噪性能，优化图像重建。 

基于深度学习的完美重构网络的研究在近来也

在逐渐兴起。为了减少深度神经网络训练时所需的

内存开销，Gomez 等（Gomez 等，2017）受到传统

信号处理中提升算法的启发，提出了可逆残差网络

（Reversible Residual Network）。由于该网络中每一

层的特征图可以由反向传播过程的上一层计算而来，

解决了反向传播算法需要记录每一层特征图的问题，

从而减少了内存开销。而这种方法引起了 Jacobsen

等的注意而被引入了神经网络的解释体系中

（Jacobsen 等，2018）。具体地，由信息瓶颈理论出

发的神经网络解释方法说明深度网络在训练的过程

中逐渐丢弃了与标签信息无关的信息，而可逆网络

在分类任务上的优异表现则与之相异。因此，基于

信息瓶颈理论的深度神经网络解释方法仍然需要进

一步地补充完善。 

1.3 卷积稀疏编码模型 

传统基于稀疏编码假设信号表示可以基于一个

全局不变的字典，对于所有局部采样进行稀疏表示。

然而，与当前广泛应用的深度卷积神经网络相比，

该假设无法充分利用信号在不同尺度上的局部性特

征。随着信号局部化特征提取问题逐渐受到关注，

多层卷积稀疏编码被提出来融合传统稀疏表示理论

和深度学习以及深度卷积神经网络。 

卷积稀疏编码（Convolutional Sparse Coding, 

CSC）利用字典所衍生的一系列滤波器，通过卷积

操作获得稀疏表示，在 2010 年首先由美国纽约大学

Zeiler 等提出（Zeiler 等，2010）。卷积稀疏编码通过

卷积字典操作捕捉信号的可变局部特征，生成移不

变（shift invariant）字典，表示局部关联性，捕捉局 

部化特征，并由ℓ0/ℓ∞稀疏项引入非线性最大化操作

（Papyan 等，2017）。然而，不同于卷积神经网络

的不可解释性（“黑盒”结构）和数学模型的不可分

析性（无法分析最优点），卷积稀疏编码继承了稀疏

编码的特点，能够通过凸优化理论进行求解和分析，

并适用于无监督学习。为了适应多尺度信号表示，

Sulam 等拓展了卷积稀疏编码，通过递归迭代建立

多层字典学习和编码结构，并通过基于追踪的算法

求解（Sulam 等，2018）。随后，Papyan 等为基于ℓ0/ℓ∞

稀疏性的非凸优化建立理论误差上下界，保证了卷

表 2 卷积稀疏编码模型和优化方法 

Table 2 Convolutional sparse coding models and 

optimization methods 

相关工作 稀疏性模型 优化方法 

Papyan等人（2017） ℓ1约束问题 

Toeplitz展开 

匹配追踪 

正交匹配追踪 

Papyan等人（2017） 

Sulam等人（2018） 

Plaut等人（2018） 

ℓ0约束问题 

Chalasani等人（2013） 

Silva等人（2018） 

Sreter等人（2018） 

ℓ1约束问题 

迭代阈值 

Liu等人（2017） 

傅里叶变换 

迭代阈值 

在线学习 

Bristow等人（2013） 

Wohlberg（2014） 

Heide等人（2015） 
交替方向乘子法 

Peng（2019） ℓ0约束问题 

Wang等人（2018） 

Wang等人（2018） 
ℓ1约束问题 

交替方向乘子法 

在线学习 

Chun等人（2018） 
块近端梯度下降 

控制不等式 

 

积稀疏编码在普适性信号表示应用的性能边界

（Papyan 等，2018）。 

1.3.1 快速傅里叶变换（FFT） 

与稀疏编码有所不同，卷积稀疏编码将矩阵乘

法变为矩阵卷积，估计的信号由多个卷积生成的子

信号求和得到，由于直接卷积大大提升了空间复杂

度和时间复杂度，对卷积稀疏编码的实现多是利用

快速傅里叶变换将原问题转化到频域，再利用交替

方 向 乘 子 法 （ Alternating Direction Method of 

Multipliers, ADMM）（Boyd，2010）迭代求解。Bristow

等对于ℓ1约束的卷积稀疏编码问题，采用 ADMM 进

行四重分解，进行快速求解（Bristow 等，2013）。

Wohlberg 在 ADMM 优化框架中，利用快速傅里叶

变换（FFT），从而达成与滤波器数量成线性关系的

计算复杂度（Wohlberg，2014）。Heide 等将优化目

标函数高效分解为凸函数的组合，并能够利用合适

的边界条件获得更优解（Heide 等，2015）。Chun 和

Fessler 基于控制不等式提出块近端梯度下降算法，

来取代 ADMM 达成快速收敛（Chun 等，2018）。

Choudhury等考虑降低采用ADMM求解卷积稀疏编

码的内存消耗，分解优化问题，提出基于协商一致

的优化方法（Consensus Optimization），用于大规模
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高维信号（Choudhury 等，2017）。 

1.3.2 Toeplitz 展开 

另一类方法则仍然在空域上，拓展经典稀疏表

示的求解算法。主要考虑到虽然利用快速傅里叶变

换显著降低了卷积稀疏编码问题的复杂度，但这类

算法的复杂度提升上限被快速傅里叶变换及其逆变

换所决定。利用 Toeplitz 矩阵变换，将矩阵卷积转变

为矩阵乘法，成为理解和实现卷积稀疏编码提供了

一种新的思路（Papyan 等，2017）。基于 Toeplitz 变

换生成的全局字典存在极大的结构冗余，因此该方

向的研究者采用基于局部字典的优化方法实现卷积

稀疏编码，并在计算复杂度上有望突破快速傅里叶

变换的限制（Papyan 等，2017）。最近一系列工作探

讨了利用匹配追踪（Plaut 等，2018；Sulam 等，2018）

和迭代阈值算法（Chalasani等，2013；Silva等，2018；

Sreter 等，2018）求解的可能性。并且可通过在线学

习，在频域采用迭代阈值算法大幅提高优化问题求

解效率（Liu 等，2017）。由于ℓ0范数稀疏约束的卷

积稀疏编码问题是 NP 问题，且在迭代过程中使用

贪婪法不能保证收敛的性质，大多数先前的研究都

是引入ℓ1范数保证迭代算法最终收敛。但ℓ1范数的

惩罚函数在字典学习过程中会在较大系数上产生偏

移和发生过度惩罚（Bao 等，2016）。 

1.3.3 应用 

多层卷积稀疏编码有望成为理解和探究卷积神

经网络“黑盒子”的一种手段。研究多层卷积稀疏编

码各个层上的尺度缩放和误差传递过程，对于人们

理解卷积神经网络具有非常重要的意义。目前已应

用于多个信号处理实例中。如 Zhu 和 Lucey 利用卷

积稀疏编码，从自然发生的点轨迹集中训练过完备

字典，使其满足稀疏重构的有限等距性，从非刚性

物体的二维映射轨迹重构各个点的三维轨迹（Zhu

等，2015）。在钢琴曲谱转录誊写中，基于短时傅里

叶变换，利用卷积稀疏编码构建时域转录誊写算法，

并在时域基于音符波形和起止时间脉冲的卷积字典

学习，提升转录誊写准确率和时间精度（Cogliati 等，

2015）。Zhang 和 Patel 利用卷积稀疏编码，直接基

于整幅图片进行分解（轮廓和纹理），不需要根据重

叠块学习局部字典（Zhang 等，2016），该方法也可

应用于图像前景和背景分解，如雨痕清除（Zhang

等，2017）。 

近年来，鉴于生物医学影像的对于假象和噪声

的稳定性要求，卷积稀疏编码模型逐渐受到关注。

Zhou 等基于卷积稀疏编码进行多光谱特征学习，训

练一系列卷积滤波器组表示不同生物对象的光谱，

探索组织形态学特征（Zhou 等，2014）。Chang 等将

卷积稀疏编码与迁移学习结合，应用于无监督的细

胞组织分类（Chang 等，2018）。Jas 等基于重尾分

布提出概率卷积稀疏编码，利用蒙特卡罗期望最大

化（EM）算法，从神经时间序列数据中推断移不变

原型波形（原子），并且对于人为假象和噪声干扰稳

定（Jas 等，2017）。在动态对比增强核磁共振成像

的重构中，Quan 和 Jeong 基于卷积稀疏编码建立基

于能量的重构优化问题，利用傅里叶卷积定理加速

滤波器组学习，并通过ADMM求解（Quan等，2016）。

Serrano 等在高动态范围成像中应用卷积稀疏编码

（Serrano 等，2016）。对核磁共振成像问题，Huang

等提出弱监督联合卷积稀疏编码方法同时解决超分

辨率和跨模态图像合成（Huang 等，2017）。 

1.4 图卷积神经网络 

随着数据采集设备的发展，信号的形式不再局

限于低维规则网格结构（如语音、图片和视频等），

表现出复杂不规则的拓扑结构（社交网络、蛋白质

结构以及点云）。传统的基于傅立叶变换和小波变换

的信号处理理论针对的是定义在欧式空间中低维规

则网格结构上的信号，因此无法直接适用于高维不

规则信号。如何表示、分析和处理这些高维不规则

信号成为当下亟待解决的难题。图作为一种灵活的

数据表示形式，能够很好的刻画高维信号复杂的拓

扑关系，成为理想的高维非规则信号的表示形式。

图信号处理旨在建立在非欧空间上进行基于信号内

在拓扑结构的信号处理理论。目前的图信号处理理

论可以分为两个理论体系：一是基于谐波分析和谱

图理论（Chung，1997），将传统信号处理理论扩展

到图域形成的谱图信号处理理论（Hammond 等，

2011；Shuman 等，2013）。其以对称半正定的图拉

普拉斯矩阵的完备正交基作为傅立叶基定义图傅立

叶变换，并在此基础上形成谱图小波变换理论

（Hammond 等，2011）、图信号采样理论（Chen 等，

2015；Tsitsvero 等，2016）以及图滤波器组理论

（Narang等，2012；Tanaka等，2014；Teke等，2017）。

为了获得对称正定的拉普拉斯矩阵，信号必须定义

在具有非负权重的无向图上；二是基于代数图论的

建立的代数图信号处理理论（Sandryhaila 等，2013）。

代数图信号处理理论将图邻接矩阵定义为图平移算

子，并在此基础上设计平移不变图滤波器构建信号

处理理论体系。相较于谱图信号处理，代数信号处

理理论可以扩展到有向图。以上两者构成了图信号 
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表 3 谱图卷积神经网络 

Table 3 Spectral graph convolutional neural networks 

网络模型 模型特性 

Niepert 等人（2016） 参数化图滤波器构造可学习图卷积操作。对图拉普拉斯矩阵行特征分解，计算和存储复杂度高，同时滤波器无权值共享机

制且不具备局部性质。 

Bruna 等人（2013） 利用空域频域对偶特性，学习平滑乘子构造具备一定局部定位特性的图滤波器。参数大幅减少，降低过拟合风险，计算过

程不需要特征分解。只适用于小规模图。 

Defferrard 等人（2016） 切比雪夫多项式逼近构造参数化图卷积滤波器。图滤波器具备严格局部特性，计算和存储复杂度大幅降低。多项式函数拟

合，滤波器逼近性能受限且过于平滑。 

Levie 等人（2019） 使用 Cayley 多项式为基构造可学习图卷积滤波器，可以很好的对窄带信号进行定位和滤波。滤波器不具备严格局部定位特

性，计算复杂度高。 

Bianchi 等（2019） 设计自回归滑动平均图滤波器，利用有理函数更精确地逼近任意图滤波器，使用递归方式对图信号进行分布式处理。具备

更广泛的滤波器表示空间，能够建模任意转换函数。 

Xu 等人（2019） 使用图小波基代替图傅立叶基设计图卷积操作子形成深度图小波网络。图小波变换具备高稀疏性、严格局部定位特性、适

用快速算法。 

Zou 等人（2018） 基于散射变换构造图卷积神经网络，具有能量守恒性、排列不变性和图调制稳定性 

 

处理的基本理论基础。 

鉴于谱图信号处理是传统信号处理理论在图域

上的扩展，本节主要介绍谱图卷积神经网络的最新

进展。谱图信号处理适用于所有定义在具有非负权

重的无向图上的信号。图傅立叶变换以对称正定的

图拉普拉斯矩阵的完备正交基作为傅立叶基，以特

征值作为图频谱（Shuman 等，2013）。其中具有较

小特征值的特征向量表征在图上缓慢变化的低频图

信号，而大特征值对应的特征向量表征高频图信号。

基于图傅立叶变换，可将传统信号处理理论中的平

移、卷积和调制等概念被扩展到图信号域，形成图

滤波器设计的基本理论（Hammond 等，2011；Shuman

等，2013）。考虑图傅立叶变换是一种全局变换，其

对应的基包含了所有节点，可以考虑扩展传统信号

处理中的短时傅里叶变换和小波变化，提升局部特

性（Hammond 等，2011；Shuman 等，2016）。并可

进一步考虑图信号的多尺度奇异性，Coifman 和

Maggioni 根据扩散模型利用不同尺度的扩散算子的

压缩表示来捕捉图信号在不同分辨率下的奇异性

（Coifman 等，2006）。Shuman 等进一步提出了自

适应于图频谱分布的紧框架的小波变换（Shuman 等，

2015）。由此，发展出基于图下采样、图缩减、图滤

波和图上采样框架的多尺度图拉普拉斯变换

（Shuman 等，2016）。为了使得信号变换适应于特

定的图信号，获得对于信号最优的变换，扩散小波

包（Bremer 等，2006）、基于深度学习的图小波变换

（Rustamov 等，2013）以及基于树结构的小波变换

（Ram 等，2011）被相继提出。 

随着深度学习的发展，卷积神经网络强大的建模能

力以及数据处理能力得到了检验和发展，将卷积神

经网络向非欧式空间扩展成为新的研究热点。图卷

积神经网络由此被提出用于数据驱动的高维不规则

信号的分析和处理（Wu 等，2019）。2013 年 Bruna

等首先在谱图信号处理理论基础上通过将图滤波器

参数化构造图卷积操作形成深度图卷积网络，从而

使得卷积神经网络可以应用于处理非规则高维信号

（Bruna 等，2013）。但是由于滤波器学习过程中需

要对拉普拉斯算子进行的特征分解，具有很高的计

算和存储复杂度，限制了该网络的可扩展性仅适用

于处理小规模的图数据并且该滤波器不具备局部特

性，其感受野覆盖全图，另外其滤波器的学习依赖

于先验的图结构信息。在此基础上，Henaff 等尝试

将深度学习应用于不具备图结构先验知识的高维数

据上，将图结构的学习过程融入卷积神经网络中，

利用空域和频域的对偶性质，通过在图频域内学习

以平滑乘子为基的平滑函数获得具备一定局部特性

的图卷积算子同时减少卷积滤波器参数量降低模型

过拟合风险（Henaff 等，2015）。Defferrard 等以切

比雪夫多项式逼近图滤波器获得具备严格局部特性

的可以快速计算的图卷积操作，并且利用最大割集

算法构造多分辨率图结构进行多分辨率图卷积神经

网络学习（Defferrard 等，2016）。多项式参数化的

图滤波为有限脉冲响应滤波器，其对于图信号和图

结构的变换非常敏感，并且由于平滑性不能对在图
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频域内对窄带信号进行建模。为了克服上述问题，

CayleyNet 以 Cayley 多项式为基构造可学习图卷积

滤波器，可以很好的对窄带信号进行定位和滤波

（Levie 等，2019）。Bianchi 等提出可学习的自回归

滑动平均图滤波器，利用有理函数对任意图滤波器

进行逼近，使用递归方式对图信号进行分布式处理

（Bianchi 等，2019）。相较于多项式图滤波器，其

具备更加广泛的滤波器表示空间，能够建模任意转

换函数，可以更加精确地逼近任意图滤波器。由于

其滤波器构造不依赖于拉普拉斯矩阵的特征向量和

特征值，对于图信号和图结构的变化更加鲁棒，可

以扩展到空时图信号处理中。最近，Zou 和 Lerman

基于冗余的多尺度 Hammond 图小波（Hammond 等，

2011），将散射变换扩展到图卷积神经网络中，并证

明其能量守恒性、排列不变性和图调制稳定性（Zou

等，2018）。 

2 国内研究进展 

2.1 结构化稀疏表示模型 

基于结构化稀疏表示方法，国内的研究机构取

得了一系列相关的科研成果。上海交通大学的 Li 等

将组稀疏应用于视频压缩感知，自适应地将信号分

解为数据驱动的联合子空间（Union of Data-driven 

Subspace, UoDS），利用线性与多线性子空间学习法

（Linear and Multilinear Subspace Learning）推演出

最优的结构化稀疏基，显著提升了压缩感知的鲁棒

性与重构质量（Li 等，2017）。北京大学的研究人员

提出基于低秩表示（Low-Rank Representation, LRR）

的子空间结构的鲁棒重建，在给定的字典空间中，

寻求一组基于数据样本的最低秩表示，利用凸规划，

精确恢复出真实的子空间结构（Liu 等，2013）；在

此基础上，进一步提出利用分块对角表示（Block 

Diagonal Representation, BDR）诱导的正则项来通用

地解决子空间聚类问题（Lu 等，2019）。西安电子

科技大学的 Dong 等利用基于组稀疏的同步稀疏编

码（Simultaneous sparse coding, SSC），提出高斯尺

度混合（Gaussian scale mixture, GSM）模型的非局

部（Non-local）扩展，应用于自然图像复原任务上

（Dong 等，2015）。同时，他们还利用非负结构化

稀疏编码进行高光谱图像的超分辨率（Hyperspectral 

Image Super-Resolution），基于空域-谱域稀疏性先验

知识，联合估计高光谱字典与稀疏编码（Dong 等，

2016）。北京大学的 Lu 等设计ℓ1范式的超图正则项

（Hypergraph Regularization）引入结构化稀疏性，

使得所构建的图表示与谱嵌入（Spectral Embedding）

能够利用流型结构（Manifold Structure），抽取中级

特征的鲁棒相关性，对于基于隐式语义学习（Latent 

Semantic Learning）的人体动作识别具有明显的性能

改进（Lu 等，2013）。同时，Zhou 等将结构化稀疏

应用于ℓ1-图构建（ℓ1-Graph Construction），提出了𝑘

近邻融合 Lasso 图（K-Nearest Neighbor Fused Lasso 

Graph）, 应用与复杂的大尺寸图像数据集的谱聚类

（Spectral Clustering）问题（Zhou 等，2013）。中科

院自动化所的 Peng 等针对显著性目标检测问题

（Salient Object Detection）提出结构化矩阵分解模

型（Structured Matrix Decomposition），分别利用两

种结构化稀疏正则项，树状稀疏性诱导的正则项用

于捕捉图像结构并约束来自相同目标的图像块具有

相似的显著性，拉普拉斯正则项用于扩大显著性目

标与特征空间背景的分离程度（Peng 等，2017）。华

南理工大学的 Wen 等将有遮挡的人脸识别问题

（Face Recognition with Occlusion）建模为在附加遮

挡的字典（Occlusion-appended Dictionary）上求解结

构化稀疏表示的问题，通过替换ℓ1-范式稀疏性为结

构化稀疏性，增强了人脸识别的鲁棒性（Wen 等，

2016）。 

2.2 基于框架理论的深度网络模型 

在基于框架理论的深度网络模型方面，国内研

究基于散射网络的想法做了模型扩展和应用。在应

用问题中，主要将其作为特征提取子引入图像处理

应用。例如，复旦大学研究人员在合成孔径雷达的

目标识别中，对于不同空间和角度变量，引入平移

和旋转不变的复小波滤波器的深度散射网络，进行

特征提取和表示，并利用散射网络的无监督特性避

免训练，提升效率（Wang 等，2018）。上海交通大

学研究人员将散射网络与卷积神经网络相结合，构

造端到端的混合小波卷积网络，用于稀疏编码和图

像超分辨率任务（Gao 等，2016）。通过堆叠卷积，

混合小波卷积网络能够同时利用散射网络根据频域

性质选取稀疏编码候选原子，并利用卷积神经网络

获得稀疏编码。 

而在理论模型方法的研究，清华大学研究人员

受到散射网络的启发，将网络的尺度不变特性引入

卷积神经网络中，结合多尺度特征提取和识别（Xu

等，2014）。按照多列架构，使得每一列对应于某个

特定尺度，并通过尺度变换使得各列共用相同的滤

波器参数集，从而在不增加模型参数量的情况下处

理尺度变化。东南大学研究人员则从卷积核本身的
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特性出发，提出了分数阶小波的散射网络理论模型

及基础应用，提供广义的平移不变性（Liu 等，2019）。

通过迭代计算分数小波变换和取模操作，构建散射

网络，并利用不同分数阶数对信号进行分析，提升

医学图像识别和分割的性能。而上海交通大学研究

人员则从信号分解重构的角度出发，通过设计可逆

变换，添加完美重构条件，利用完美重构滤波器组

（Perfect Reconstruction Filter Bank）对应的滤波器

作为卷积网络的卷积核，构造具有完美重构特性的

卷积网络（Xu 等，2017, 2016）。利用伪极坐标傅里

叶变换（Pseudo Polar Fourier Transform）对图像的

傅里叶域进行变换，实现分离的方向和尺度分解。

在方向和尺度上，引入一维完美重构滤波器组作为

卷积核，利用下采样矩阵实现临界采样，递归叠加

构造深度卷积网络。深度网络中，分解尺度和方向

的数目可由卷积和下采样层数来控制，从而获得原

始信号在任意方向和尺度上的分解子带。合成网络

可直接基于与分解滤波器组（Analysis Filter Bank）

对称的合成滤波器组（Synthesis Filter Bank）构建，

实现完美重构。 

2.3 卷积稀疏编码模型 

对于基于变换的卷积稀疏编码求解问题，尤其

是基于非可微的ℓ0稀疏性约束问题，国内研究者在

2018 和 2019 年分别提出算法，旨在改进 ADMM 来

提升收敛速度。Wang 等利用多层卷积字典学习建立

可分级信号表示，并通过在线学习更新多层字典，

提高收敛速度（Wang 等，2018, 2018）。Peng 则在

基于快速傅里叶变换的求解方法中，自适应地更新

ADMM 算法的正则系数，提高 ADMM 算法的收敛

速度（Peng，2019）。 

国内研究机构将卷积稀疏编码应用于图像超分

辨率和图像识别等应用，取得了一系列成果。在合

成孔径雷达目标配置识别中，陕西师范大学研究人

员将训练采样嵌入稀疏表示模型，按照基于高斯混

合分布的统计模型，逐一构建字典去除方位角敏感

性带来的干扰，提升识别准确率（Liu 等，2017）。

华南理工大学研究人员在图像识别问题中应用卷积

稀疏编码，通过训练卷积滤波器组决定分类标签，

并结合稀疏表示分类方法，获得更多表示信息，提

升分类性能（Chen 等，2016）。西安交通大学研究

人员在视频雨痕去除问题中应用多尺度卷积稀疏编

码，通过训练卷积滤波器捕捉不同位置散射雨痕的

局部重复稀疏模式和相距摄像机不同距离位置的多

尺度特性，进行雨痕去除（Li 等，2018）。 

在基于图像重建的问题中，卷积稀疏编码被用

于解决传统稀疏表示问题中基于重叠块重构的像素

一致性问题。图像超分辨率应用中，香港科技大学、

哈尔滨工业大学等机构研究人员，考虑基于重叠块

的图像重构时像素一致性的问题，通过卷积稀疏编

码基于高/低分辨率图像的特征图映射进行图像重

构，从而避免将图像划分为重叠块产生像素不一致

的问题（Gu 等，2015）。四川大学等研究机构人员，

在计算机断层扫描（CT）的稀疏视角重建问题中，

引入卷积稀疏编码作为重构优化问题的目标函数正

则项，实现对于整个图像的重构，从而避免基于重

叠块方法所导致的像素一致性问题（Bao等，2019）。 

2.4 图卷积神经网络 

国内对于图信号处理理论的研究较少，随着图

卷积神经网络成为深度学习领域的热点，国内的高

校及研究机构也开展了相应的研究工作，主要方向

集中于图卷积神经网络的设计和相关应用。在网络

模型结构方面，清华大学的研究人员在 2018 年提出

基于控制变量的图卷积网络，有效减少感受野的大

小（Chen 等，2017）；腾讯 AI Lab 提出自适应图卷

积神经网络（Li 等，2018），可接受任意结构和规模

的图作为输入；最近，中国科学院大学的相关研究

人员提出图小波网络，使用图小波基代替图傅立叶

基设计图卷积运算形成深度图小波网络（Xu 等，

2019）。图小波变换相对于图傅立叶变换具有稀疏、

局部以及快速计算的优势，在半监督学习任务中取

得了很好的表现，同时也使得图信号处理和图网络

的结合成为一个具有前景的研究方向。 

在应用方面，清华大学 Dai 等关注图神经网络

的鲁棒性（Dai 等，2018），通过对抗训练的方法来

增强图卷积神经网络滤波器的分类稳定性。香港中

文大学研究人员提出了一种时空图卷积网络，并利

用它们进行人类行为识别（Yan 等，2018）。这种算

法基于人类关节位置的时间序列表示而对动态骨骼

建模，并将图卷积扩展为时空图卷积网络而捕捉这

种时空的变化关系。此外，清华大学的两组研究人

员分别针对此领域发表了综述文章（Wu 等，2019），

介绍了图卷积神经网络发展和相关理论。 

3 国内外研究进展比较 

结构化稀疏（组稀疏）表示模型最早由美国佐

治亚理工学院和威斯康辛大学学者 2006 年提出

（Yuan 等，2006），至今，共发表大约 7000 多篇学

术文章。以发现实际问题中的结构信息，建立稀疏
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性诱导的正则项的数学模型，设计优化算法求解正

组化问题，以及扩展表示模型至更广泛的应用问题

为主要研究脉络，结构化稀疏表示模型在国内外的

众多研究领域取得成功。国外的研究人员在观点、

模型与算法这三个维度上做出了许多贡献，如组稀

疏（Yuan 等，2006）、分层稀疏（Zhao 等，2009）

与图稀疏（Meinshausen 等，2006）模型的提出，交

替方向乘子法（Boyd 等，2010）、近端算法（Jenatton

等，2010）、网络流优化（Mairal 等，2011）等高效

算法的设计。2011 年，机器学习顶级期刊 JMLR

（Journal of Machine Learning Research）上，法国

INRIA研究院的F. Bach等共发表了三篇结构化稀疏

表示的经典工作（Jenatton 等，2009, 2010；Mairal

等，2011），并在 2012 年从数学优化的角度出发，

发表结构化稀疏的系统专题论文，涵盖不同的优化

算法的对比与充分的理论基础分析（Bach等，2011）。

国内对结构化稀疏表示的研究约在 2012 年兴起，由

于起步较晚，此时理论发展已较为完善，且随着大

数据时代对计算速度的需求上升，国内学者的研究

内容则更加侧重于更为有效的优化算法设计，以及

在不同场景下的应用拓展。比如，上海交通大学设

计的分块坐标下降法（Wen 等，2012）, 北京大学

设计的解决低秩优化问题的加速梯度法（Li 等，

2019）。在应用方面，上海交通大学研究人员对视频

压缩感知应用的拓展（Li 等，2017），西安电子科技

大学研究人员基于自然图像复原与高光谱图像的超

分辨率的工作等（Dong 等，2016, 2015），均取得了

显著的性能提升。 

基于框架理论的深度网络模型和卷积稀疏编码

模型的研究方兴未艾，其理论均由国外学者最先于

2012 年和 2010 年提出，并逐渐受到关注。其中，

基于框架理论的深度网络模型方面工作主要基于法

国巴黎高师的 Mallat 和美国纽约大学的 Bruna 所提

出的散射网络（Bruna 等，2013），并且在此基础上

就其旋转不变性、谱分析等问题进行了系统性研究。

随后，苏黎世高工 Wiatowski 等和韩国科学技术院

Ye 等将其扩展到半离散框架的深度网络。国内包括

清华大学、上海交通大学及东南大学的研究人员主

要就散射网络与卷积神经网络的尺度联系、完美重

构和广义平移不变性等性质，做了进一步研究，并

将散射网络作为一种无监督高效特征提取子应用到

特征提取、图像识别和分割等应用中。卷积稀疏编

码最早由纽约大学 Zeiler 等提出，受到散射网络的

启发，随后被用于卷积神经网络的解释和拟合。以

色列理工学院的研究人员就卷积稀疏编码的空域优

化方法，尤其是基于追踪算法的优化求解及其逼近

误差理论上界做了系统性的研究。与此同时，美国

洛斯阿拉莫斯国家实验室 Wohlberg 和斯坦福大学

Heide 等研究人员开始从事基于交替方向乘子法的

变换域优化方法，并受到国内研究人员关注，提出

了提高收敛速率的集合在线学习的优化方法，以及

基于ℓ0稀疏约束的卷积稀疏编码方法。鉴于卷积稀

疏编码的平移不变性和全局字典学习，在图像和视

频的应用受到国内外研究人员的一致关注，并取得

一系列研究成果。 

图信号处理理论最早由斯坦福和瑞士联邦理工

相关研究人员提出并发展，在此基础上与卷积网络

结合, 发展出不同的图卷积神经网络理论模型。目

前的图卷积网络的相关模型设计以及理论均由国外

学者提出并发展，国内学者主要致力于图卷积神经

网络在非规则数据上的应用，如点云、交通数据以

及社交网络等，对理论方面的研究较为缺乏。随着

图小波网络的提出和发展，将图信号处理的相关理

论应用于图卷积神经网络神经，形成具备严谨理论

支撑的图卷积网络理论体系引起了国内外研究人员

的广泛的研究兴趣。 

4 发展趋势与展望 

现有的结构化稀疏表示方法只能对传统的在欧

式空间中均匀分布的信号（如语音、图像和视频）

进行优化表示，而随着大规模 3D 传感设备与采集

系统的迅猛发展，虚拟/增强现实（VR/AR）、自动

驾驶、智慧城市等新型技术的兴起，对点云与全景

视频等非规则立体大数据的需求激增。这类大规模

非规则数据的结构往往天然具备高度稀疏性，非欧

式信号空间的拓扑结构奇异性，以及多维数据间存

在的抽象依赖关系。结构化稀疏表示正是一种有力

工具，能够通过混合范式约束优化目标，利用交替

优化的思想，自适应地表示信号尺度间的频率演变

关系，有效编码信号之间潜在的结构先验信息，从

而进行渐进最优的稀疏逼近。因此，如何将结构化

稀疏方法扩展至更加复杂的、在空间上完全不均匀

分布的非规则信号，同时动态捕捉非规则信号内在

的结构化信息与多尺度特征，实现这类信号的高效

表示、编码与传输，是一个潜在的机遇与挑战。 

图作为一种灵活的数据表示形式，能够很好地

表示数据之间的关系，表征拓扑信息，在社交网络

分析、互联网、生物医学、分子物理和化学以及金
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融、高维信号处理领域具有重要的价值和意义，也

会成为推动社会和产业发展的下一个助力点。同时，

图信号处理将传统信号处理理论体系向高维非欧式

空间信号的进行扩展，建立一整套完善的图信号处

理理论，为图信号在各个领域的应用和发展奠定理

论基础。图信号处理以及图卷积神经网络的未来发

展方向将重点在以下几个方面： 

（1）动态图分析和处理。由于图信号处理体系

建立在图傅立叶基的基础上，因此不同的图所建立

的傅立叶基是不同的，因此对于动态图的分析和处

理成为图信号处理体系建立的必须解决的问题。 

（2）传统的信号处理工具在图上的扩展如图滤

波器组和相关快速算法的理论建立和实现。 

（3）基于数据驱动的图信号处理方法的建立。

随着计算力和数据的增长，基于数据驱动的信号处

理如图字典和卷积稀疏码等表现了很好的性能和泛

化性能，成为研究的热点。 

（4）基于图信号处理理论的图卷积神经网络的

发展和理论解释。包括图卷积、下采样、上采样和

模型稳定性和泛化性的理论保证。 

（5）基于图卷积神经网络在相关领域的应用，

如点云、蛋白质和化合物分析、社交网络分析。 

（6）基于图卷积神经网络的图表示学习方法。 
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